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1 はじめに

マルコフ連鎖を用いたサンプリングは，MCMC法（マルコフ連鎖モンテカルロ法）等における重要な問
題である．従来のサンプリング法では，初期状態から十分な回数推移させることによりサンプリングを行っ

ているが，従来手法では (予め定めた)有限回の推移の後サンプリングを行うため，その回数をどれほど多
くしても「厳密な」サンプリングは不可能である．そのため，厳密なサンプリングからの誤差を設定して，

必要な推移回数を算定する必要がある．算定を理論的に行うには，用いるマルコフ連鎖の収束の速さを議

論しなければならないが，これは困難である場合が多い．実際には，推移回数の算定は経験に基づくもので

あることが多い．さらに，理論的，経験的どちらの手法においても，誤差を決定する必要があるが，誤差

をどれだけ許容するかを決定する事は困難である場合が多い．例えば医療統計の検定手法においてMCMC
法を用いる際，検定の誤り確率を踏まえた上で，サンプリング数に依存する計算誤差がある状況で，サンプ

ル自体の誤差を決定するのは殆ど不可能と言ってよい．

与えられたマルコフ連鎖の定常分布に厳密に従うサンプリングができれば，これらの問題はすべて解消

され，誤差の設定に思い悩む必要も一切無くなる．しかしながら，マルコフ連鎖は無限回の推移の後，定

常分布に「厳密に」収束するのであって，有限回の推移では厳密には定常分布は得られない．Propp and
Wilsonによって提案された coupling from the past 法は，マルコフ連鎖の極限分布に厳密に従うサンプリ
ングを可能とする驚くべき手法である．この手法は，無限の過去から推移しているマルコフ連鎖を仮想的

に考え，現時点でサンプリングを行うという革新的なアイデアに基づく．本稿では「無限のシミュレーショ

ンを有限な（期待）時間で実現」してしまう，驚くべきアルゴリズムのアイデアを紹介する．

2 マルコフ連鎖と更新関数

本稿では，m 個の状態で構成される状態空間 Ω =
{s1, s2, . . . , sm} と推移確率行列 P で定義されてい

るマルコフ連鎖Mについて議論する．すなわち，M
が各時刻で取りうる状態はΩ上のいずれかであり，時
刻 tで状態 x ∈ Ωに居る時，時刻 t+1の状態が y ∈ Ω
である確率は P (x, y)である．ただし，P (x, y)は行列
P の x, y成分を表す．
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図 1: マルコフ連鎖の推移グラフ
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図 2: 更新関数の例

マルコフ連鎖Mの状態空間 Ω上の確率分布 π = (π(s1), π(s2), . . . , π(sm)) が πP = π を満たす時，定

常分布と呼ぶ．今後，マルコフ連鎖Mはエルゴード的であり，唯一の定常分布 πを持つと仮定する．この

とき，マルコフ連鎖Mを無限回推移させると，その状態は定常分布 πに収束する．

マルコフ連鎖の推移は，一様実数乱数 Λ ∈ [0, 1)と，更新関数 (update function)と呼ばれる（決定的な）
関数 φ : Ω× [0, 1) → Ω をもちいて表現することができる．更新関数 φは，一様実数乱数 Λ ∈ [0, 1)と任意の
x, y ∈ Ωに対して，Pr[φ(x,Λ) = y] = P (x, y)を満たさなければならない．図 2の左側の表は，図 1のマル
コフ連鎖に対する更新関数の例である．簡単のため，乱数の値が区間 [(i − 1)/6, i/6) (i ∈ {1, 2, . . . , 6})に
含まれる事象をさいころの目 i だと思うとよい．図 2の右の図はさいころの目が 5 であったときの時刻 tか

ら t + 1への推移を図示したものである．もちろん，状態空間 Ωと推移確率行列 P をもつマルコフ連鎖の更

新関数の決め方は一意ではない．更新関数の概念を再帰的に拡張すると，時刻 t1から t2 (t1 < t2)への推移
も，乱数列 λ = (λ[t1], λ[t1 + 1], . . . , λ[t2 − 1]) と Φt2

t1(x,λ) def.= φ(φ(· · · φ(x, λ[t1]), · · · , λ[t2 − 2]), λ[t2 − 1])
で定義される関数 Φt2

t1 : Ω × [0, 1)t2−t1 → Ω を用いて表すことができる．
マルコフ連鎖を用いてサンプリングする際，必要な推移回数の決定は重要な問題である．マルコフ連鎖の

推移を（固定された）有限回数で打ち切ってしまうと厳密には定常分布では無い．これに対し Propp and
Wilson [7, 8] は厳密なサンプリングを可能にする乱択アルゴリズムを提案した．このアルゴリズムはCFTP
（coupling from the past：過去からのカップリング）と呼ばれる．

3 過去からのカップリング

以下に，状態空間 Ωと更新関数 φをもつマルコフ連鎖Mに対する CFTPアルゴリズムを記す．

アルゴリズム 1 （CFTPアルゴリズム）
Step 1: シミュレーションの開始時刻を T := −1とする．空列 λ := ()を用意する．
Step 2: 乱数 λ[T ]を生成し，数列 λの先頭に挿入する．すなわち λ := (λ[T ], λ[T + 1], . . . , λ[−1])とする．
Step 3: Ωのすべての状態 xについて，xを初期状態とし，共通の乱数列 λを用いて時刻 T から時刻 0ま
でマルコフ連鎖を推移させる．このとき，

(a) 時刻 0で coalesce していれば（∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0
T (x,λ)），時刻 0の状態 yを出力し，停止する．

(b) そうでなければ，シミュレーションの開始時刻を T := T − 1として Step 2に戻る．

アルゴリズム 1が終了したときの |T |の値を coalescence時間と呼ぶ．

マルコフ連鎖の極限分布からのサンプリングは，（過去の方向に延びる）片側無限の乱数列をサンプリン

グし，対応するマルコフ連鎖の最終状態を見つけられれば良い．ここでアルゴリズムの coalesceの確認と
は，無限長の乱数列の（過去の）ある時刻から現在までの有限長だけを見て同値類判定を行うことに対応

する．このとき，乱数列がマイナス方向に無限であることが肝である．したがって coalesceしないからと
いって，決して中断してはならない．もし中断してしまう（ようにする）と，厳密性は失われる．
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いま，アルゴリズム 1の coalescence時間を確率変数 T ∗で表す．各反復での Step 3のシミュレーション
時間を考えれば，アルゴリズムの計算時間は 1 + 2 + · · ·+ |T ∗| = |T∗|(|T ∗|+1)

2 に比例することがわかる．こ

こで，アルゴリズム 1の Step 3 (b)で，過去へ戻るステップ幅を 2倍 2倍してみよう．

アルゴリズム 2 （標準 CFTPアルゴリズム）
Step 1: シミュレーションの開始時刻を T := −1とする．空列 λ = ()を用意する．
Step 2: 乱数 λ[T ], . . . , λ[�T/2� − 1]を生成し，数列 λの先頭に挿入する．すなわち，λ := (λ[T ], λ[T +
1], . . . , λ[−1])とする．
Step 3: Ωのすべての状態について，共通の乱数列 λを用いて時刻 T から時刻 0まで推移させる．
(a) 時刻 0で coalesceしていれば（∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0

T (x,λ)），時刻 0の状態 yを出力し，停止する．

(b) そうでなければ，シミュレーションの開始時刻を T := 2T として Step 2に戻る．

簡単に分かるように，このアルゴリズムもパーフェクトサンプリングを実現する．このアルゴリズムの計

算時間は 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2�log2 |T∗|� < 4|T ∗| に比例するので，coalescence時間の高々4倍の時間のシミュ
レーションで時刻 0の状態が得られる．

CFTP アルゴリズムの鍵は coalesceにあると言え
る．ならば「通常のマルコフ連鎖シミュレーション同

様に時刻 0 からの推移を行い」，coalesce した時刻
での状態を返せばよいのではないのか？と言う疑問

を持つ方も居るかもしれない．このようなアルゴリ

ズムを “前向きアルゴリズム” と呼ぼう．“前向きア
ルゴリズム”では，パーフェクトサンプリングが行え
ないことが簡単に理解できる例として図 3の例を紹
介する．この例では状態空間 {s1, s2, s3, s4} を持ち，
P (x, y) = 1/4 (∀(x, y) ∈ Ω2)を満たし，定常分布は
π = (1/4, 1/4, 1/4, 1/4)である．このマルコフ連鎖に
対して図 3の左上のような更新関数を与える．この更
新関数を用いて “前向きアルゴリズム”を行うと，得
られる値は常に s4 となってしまうのである．注意と

して，この更新関数を使っても，CFTPアルゴリズム
で得られる値はもちろんパーフェクトサンプリングで

ある．
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図 3: 前向きではいけない例

4 単調CFTP

前節で紹介した CFTPアルゴリズムは，過去のある時点における全状態からのシミュレーションを実行
すると言うものであった．しかし「全状態からのシミュレーションを実行」することは，実務上の多くの場

合困難である．これを克服する一つの方法が単調 CFTPである．まず最初に CFTPアルゴリズムを設計す
るための「巧妙な更新関数」を導入しよう．

定義 1 更新関数が単調であるとは，次の 2つの条件を満たすことである．
条件 1: 状態空間 Ω上に半順序関係 “�”が存在する．
条件 2: 任意の推移は半順序を保存する．すなわち，x � yを満たす任意の状態対 (x, y) ∈ Ω2および任意の

実数 λ ∈ [0, 1)に対して，φ(x, λ) � φ(y, λ) が成り立つ．
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単調な更新関数で定義されたマルコフ連鎖のことを，単調マルコフ連鎖と呼ぶ．いま，半順序集合 (Ω,�)
に対して，唯一の最大元 xmax ∈ Ωおよび最小元 xmin ∈ Ωが存在するとしよう．すなわち，任意の x ∈ Ω
に対して xmax � x � xmin が成り立つとする．このとき，次の命題が導かれる．

命題 2 更新関数 φで定義されたマルコフ連鎖は半順序集合 (Ω,�)に関して単調であり，∃xmax, ∃xmin ∈ Ω,
∀x ∈ Ω, xmax � x � xmin とする．この時，T < 0および λ ∈ [0, 1)|T |に対して coalesceしている（すなわ
ち ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0

T (x,λ)）ことの必要十分条件は Φ0
T (xmax, λ) = Φ0

T (xmin, λ)である．

以上の議論から，単調なマルコフ連鎖を設計できたならば，最大元と最小元の 2状態からのみシミュレー
ションを行えば良いので，状態空間の大きさに依らず coalescence時間に比例する時間でパーフェクトサン
プリングが行える．標準的な単調 CFTPアルゴリズムは次のように定義される．

アルゴリズム 3 （単調 CFTPアルゴリズム）
アルゴリズム 2の Step 3を以下に変更する．
Step 3: 最大元 xmaxと最小元 xminについて，共通の乱数列 λを用いて時刻 T から時刻 0までマルコフ連
鎖を推移させる．このとき，

(a) coalesceしていれば（∃y ∈ Ω, y = Φ0
T (xmax, λ) = Φ0

T (xmin, λ)），時刻 0の状態 yを出力し，停止する．

(b) そうでなければ，シミュレーションの開始時刻を T := 2T として Step 2に戻る．

定理 3 エルゴード的な単調マルコフ連鎖に対して，アルゴリズム 3は確率 1で有限停止し，アルゴリズム 3
の返す値は定常分布に厳密に従う．

イジングモデル: 以下では単調マルコフ連鎖の例として，頂点数 nのグラフ G = (V, E)上のイジングモデ
ルを考えよう．イジングモデルでは，各頂点上のスピン {−1, +1}が与えられた，状態 x ∈ {−1, +1}V につ

いて議論する．温度 T > 0において，状態 xはエネルギーH(x) def.= − 1
T

∑
{u,v}∈E x(u)x(v) をもつ．状態

xの存在確率 Pr(x)はエネルギー関数に対して，Pr(x) = 1
Z(T )e

−H(x) で表わされる．上記の Z(T )は分配
関数（正規化定数）である．このイジングモデルを表現するマルコフ連鎖Mを次のように定義する．マル

コフ連鎖Mは状態空間 {−1, +1}V を持ち，現在の状態X ∈ {−1, +1}V から次の時刻の状態X ′ への推移
は次のように定義される．まず，Gの頂点 v ∈ V をひとつ，一様ランダムに選ぶ．頂点 vに隣接する頂点

のうち，状態X においてスピンが +1の頂点の個数を k+(v,X)，−1の頂点の個数を k−(v,X)で表し，

p(v,X) def.=
e

2
T k−(v,X)

e
2
T k−(v,X) + e

2
T k+(v,X)

とする．このとき，確率 p(v,X)で X ′(v) = −1とし，確率 1 − p(v,X)で X ′(v) = +1とする．その他の
頂点 w ∈ V \{v}はX ′(w) = X(w)とする．有限マルコフ連鎖Mはエルゴード的であり，詳細均衡方程式

が成り立つ事から，定常分布はGibbs分布となる．
上記のマルコフ連鎖Mが単調であることを確認しよう．まず，状態空間 {−1, +1}V 上に半順序関係 “�”

を導入する．状態x, y ∈ {−1, +1}V に対してx � y
def.⇔ x(v) ≥ y(v) (∀v ∈ V )とする．ただし，+1 ≥ −1

である．この半順序集合 ({−1, +1}V ,�)において，あきらかに最大元および最小元xmax, xmin ∈ {−1, +1}V

が存在して，それぞれ xmax(v) = +1 (∀v ∈ V ), xmin(v) = −1 (∀v ∈ V ) を満たす．
次に，マルコフ連鎖Mを実現する更新関数 φ : {−1, +1}V × [0, n) → {−1, +1}V を以下のように定義す

る．いま，V の各頂点には 0から n− 1までの番号が振ってあるとしよう．実数 λ ∈ [0, n)に対し，その整
数部分 
λ�の番号を持つ頂点を v ∈ V とする．このとき，次の時刻の状態 z = φ(x, λ)を，実数 λの小数

部分 λ − 
λ�を用いて，

z(v) =

{
−1, 0 ≤ λ − 
λ� < p(v,X),
+1, p(v,X) ≤ λ − 
λ� < 1,

z(w) = x(w), w ∈ V \{v},

4



と定義すると，φはマルコフ連鎖Mを実現している．

更新関数 φの単調性を示す．いま x � y として，実数 λ ∈ [0, n)に対応する推移を考える．表記の簡単
のため x′ = φ(x, λ)および y′ = φ(y, λ) と記し，
λ�の番号を持つ頂点を vとする．このとき，更新関数

によって v以外の頂点のスピンは保存されるので，v以外の任意の頂点 wに対して，x′(w) ≥ y′(w)が成り
立つ．次に，頂点 vについて k−(v,y) ≥ k−(v,x)を考慮すると，p(v,x) ≥ p(v,y)が成り立つ．このこと
は更新関数の定義から，

x′(v) = −1 ⇒ y′(v) = −1,

y′(v) = +1 ⇒ x′(v) = +1

が成り立つことを意味する．したがって x′(v) ≥ y′(v)となる．

定理 4 更新関数 φは単調である．すなわち，x � yならば「∀λ ∈ [0, n), φ(x, λ) � φ(y, λ)」が成り立つ．

上記より，アルゴリズム 3では xmax = 1と xmin = −1 の 2状態からのみシミュレーションすれば良い．
今回紹介したもの以外の単調マルコフ連鎖として，タイリングのランダム生成に対するものがある（Propp

のホームページ中にある [10]では，この単調 CFTPアルゴリズムの動く様子が見られる）．また，著者ら
によっていくつかの結果が得られている [4, 5] 更新関数の単調性を用いることなく CFTPアルゴリズムが
効率的に実行できるものも提案されている．例えば Propp and Wilsonは，連結無向グラフ上の（根付き）
全張木に対して，（単調でない）CFTPを用いたパーフェクトサンプリング法を提案している [8]．全長木は，
数え上げの多項式時間解法を利用したパーフェクトサンプリングが可能であるが，これに比べて Propp and
Wilson の手法はおどろくほどシンプルである．

5 記憶領域の削減

単調CFTPにより，高速なパーフェクトサンプリングの設計が可能となった．しかし，いざ（単調）CFTP
アルゴリズムを実装しようとすると，思わぬ問題点が存在する．それは乱数の記憶領域である．CFTPア
ルゴリズムでは coalesceが確認できなかった場合には，更に過去に遡ってシミュレーションを行わなけれ
ばならないが，このとき，生成された乱数を記憶しておかなければならない．たとえば，単調 CFTPアル
ゴリズムならば，計算時間に比例する記憶領域が要求されるのである．以下ではこの点について改良され

た，Wilson の Read Onceアルゴリズム [9]について述べる
これまでは時刻 t < 0から時刻 0の間の推移だけを考えていたが，少し一般化して，時刻 t1から時刻 t2

までの推移における，（全状態からの）colaesceとは，（乱）数列 λ ∈ [0, 1)t2−t1 に対して，∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω,
y = Φt2

t1(x,λ) が成り立っている事と定義する．
以下，マルコフ連鎖の推移を定義している更新関数は，

coalesceする確率が正（非零）であると仮定する．図 4
は t1から t2の間の推移を模式的に表したものである．

図 4の左側は，全状態について数列 λsを用いて時刻

t1から時刻 t2まで推移を行い，時刻 t2で coalesceし
ている様子を表している．右側は，数列 λf を用いる

と時刻 t2 では coalesceしていない様子である．図 4
は単調マルコフ連鎖の最大元と最小元からの推移を表

していると思って見るとイメージしやすい．ただし以

下の議論では，計算量の議論の一部を除いて，更新関

数の単調性の仮定は必要としない．

λs

�

λf

�

Ω Ω

時刻t1 t2 時刻t1 t2

•
•

×

図 4: 時刻 t1から時刻 t2までの推移の模式図
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−1
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◦
◦ •
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•
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図 5: a遡る CFTPアルゴリズムの概念図

5.1 Read Onceアルゴリズム

まず， 特殊な CFTPアルゴリズムを導入する．

アルゴリズム 4 （a遡る CFTPアルゴリズム）
Step 0: 正整数 a > 0を決める．
Step 1: シミュレーションの開始時刻を T := 0とする．空列 λ = ()を用意する．反復回数 i := 1とする．
Step 2: シミュレーションの開始時刻を T := T − aとする．

Step 3: 乱数列 λ̂
−i

= (λ̂[T ], . . . , λ̂[T + a − 1]) を生成し，数列 λ̂ の先頭に挿入する．すなわち，λ̂ :=

(λ̂
−i

; λ̂
−i+1

; · · · ; λ̂
−1

) = (λ̂[T ], λ̂[T + 1], . . . , λ̂[−1])とする．
Step 4: Ωのすべての状態について，共通の乱数列 λ̂

−i
を用いて時刻 T から時刻 T + aまでマルコフ連鎖

を推移させる．このとき，

(a) もし，時刻 T + aで coalesceしていれば（すなわち，∃z ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, z = ΦT+a
T (x, λ̂

−i
)），時刻 0の

状態 y = Φ0
T (x, λ̂)を出力し，停止する．

(b) そうでなければ，反復回数を i := i + 1として Step 2に戻る．

図 5はアルゴリズム 4が 3反復（i = 3）で終了した様子を表している．上記のアルゴリズムがパーフェ
クトサンプリングを実現している事は容易に分かるであろう. アルゴリズム 4において正整数 aの決め方は

重要である．アルゴリズム 4の計算時間について考えると，時間 aで coalesceする確率を pとすると，ア

ルゴリズムの期待計算時間は a/pである．すなわち，coalesceするような乱数列が存在しないほど aが小

さいと，アルゴリズムは停止しない．また，aを coalescence時間の期待値 E[T∗]程度にすると pは定数と

なるので，例えば単調 CFTPならば期待計算時間は O(E[T∗])となり，標準単調 CFTPと同程度の計算時
間となる．以上の準備をふまえて，Read Onceアルゴリズムを紹介しよう．

アルゴリズム 5 （Read Onceアルゴリズム）
Step 0: 正整数 a > 0を与える．
Step 1: 乱数列 λ1 = (λ[0], λ[1], . . . , λ[a− 1]) を生成する3．Ωのすべての状態について，共通の乱数列 λ1

を用いて，時刻 0から時刻 aまでマルコフ連鎖を推移させる．このとき，

(a) もし時刻 0と時刻 aの間で coalesceしていれば（すなわち，∃z ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, z = Φa
0(x,λ1)），変数 y

に時刻 aの状態を代入する．すなわち y := Φa
0(x,λ1)とする．反復回数を i := 1とする．

(b) そうでなければ，Step 1へ戻る．
Step 2: 乱数列 λi+1 = (λ[ia], λ[ia + 1], . . . , λ[(i + 1)a− 1])を生成する4．Ωのすべての状態について，共
通の乱数列 λi+1 を用いて，時刻 iaから時刻 (i + 1)aまで推移させる．特に y′ = Φ(i+1)a

ia (y, λi+1)とする．

3便宜上 �
1 と記述するが，この数列を記憶する必要は無い．

4脚注 3 と同様，数列 �
i+1 を記憶する必要は無い．
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図 6: Read Onceアルゴリズムの概念図

(a) 時刻 iaと時刻 (i + 1)aの間で coalesceしていれば（∃z ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, z = Φ(i+1)a
ia (x,λi+1) ），時刻 ia

の状態 yを出力し，停止する．

(b) そうでなければ，y := y′と更新する．反復回数を i := i + 1とし，Step 2に戻る．

図 6は Read Onceアルゴリズム（アルゴリズム 5）が 3反復（i = 3）で終了した様子を表している．

定理 5 エルゴード的なマルコフ連鎖に対して，ある aが存在して，アルゴリズム 5は確率 1で有限停止し，
アルゴリズム 5の返す値は定常分布に厳密に従う．

Read Onceアルゴリズム（アルゴリズム 5）のアイデアは，a遡る CFTPアルゴリズム（アルゴリズム
4）の模倣である．アルゴリズムからもわかるとおり，Read Onceアルゴリズムでは乱数を記憶する必要が
無い．Read Onceアルゴリズムの期待計算時間も，a遡るアルゴリズムと同様であることがわかる．ただ，

気をつけなければならないのは，Read Onceアルゴリズムの Step 1で，coalesceした状態を得るための前
処理が行われていることから，正確には，Read Onceアルゴリズムで 1つのサンプルを得るのに必要な期
待計算時間は a遡る CFTPアルゴリズムの 2倍程度であることがわかる．
さらに，Read Onceの良いところは，アルゴリズムの出力する状態 yと，アルゴリズム 5の終了判定の

ために行った推移の coalesceした状態（Step 2 (a)で得られた状態 z）は互いに独立，となる点である．し

たがって，サンプルが複数個必要な時に，アルゴリズム 5を連続して実行することができる．具体的には
サンプルがN 個必要な場合にはアルゴリズム 5の Step 2 (a)を次のように置き換えれば良い．

Step 2: (a)′ もし時刻 (i + 1)aで coalesceしていれば y を出力する．もし N 個のサンプルが出力されて

いたら停止する．そうでなければ，y := Φ(i+1)a
ia (x,λi+1)とし，i := 1と更新して Step 2に戻る．

このように置き換えられた Read Onceアルゴリズムで N 個のサンプルを生成するのに必要な期待計算

時間は (N + 1)a/pとなるので，a遡る CFTPアルゴリズムとほぼ同じ計算時間で，乱数を記憶することな
くサンプルが得られることがわかる．

Read Onceアルゴリズムの計算時間は aの決め方に大きく依存する．特に aが小さいと，アルゴリズム

は全く止まらなくなってしまう．しかし，aをどのように決めたらよいものだろうか．最後に，パラメータ

aを全く与えないで Read Onceアルゴリズムを実現するという，驚くべき Twin Runアルゴリズムを紹介
しよう．

5.2 Twin Runアルゴリズム

Twin Runアルゴリズムのアイデアは，サンプリングとは別の乱数列を生成してステップバックする時間
を決めようと言うものである．まず準備として，アルゴリズム中で呼び出す 2つの手続きを導入する．

7
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図 7: Twin Runアルゴリズムの概念図

プロセス A (*-successful)
Step 1: シミュレーションの終了時刻 T を T := 1に設定する．
Step 2: 2つの乱数 λ1[T − 1], λ2[T − 1]を生成する．便宜上，λ1 = (λ1[0], λ1[1], . . . , λ1[T − 1]), λ2 =
(λ2[0], λ2[1], . . . , λ2[T − 1])と表す5．数列 λ1 と λ2を用いて，それぞれ推移を実行する．このとき，

(a) 数列 λ1 および λ2 について，ともに時刻 T で coalesceしている6場合．先に coalesceしていた乱数列
の添え字を j ∈ {1, 2}とする7．同時の場合は 1/2の確率で j を 1または 2とする．数列 λj に対する時刻

T の状態 zj = ΦT
0 (x,λj)を返して終了する．

(b) それ以外の時，T := T + 1とし Step 2に戻る．

プロセス B (*-failing)
Step 0: 入力された状態を y ∈ Ωとする．
Step 1: シミュレーションの終了時刻 T を T := 1に設定する．
Step 2: 2つの乱数 λ1[T − 1], λ2[T − 1]を生成する．便宜上，λ1 = (λ1[0], λ1[1], . . . , λ1[T − 1]), λ2 =
(λ2[0], λ2[1], . . . , λ2[T−1])と表す．数列λ1とλ2を用いて，それぞれ推移を実行する．特に y1 := ΦT

0 (y, λ1)，
y2 := ΦT

0 (y, λ2)とする．このとき，
(a) 数列 λ1と λ2 の少なくとも一方が時刻 T で coalesceしている場合．coalesceしていない乱数列の添え
字を j ∈ {1, 2}とする8．同時の場合は 1/2の確率で jを 1または 2とする．状態 yj ∈ Ωを返して終了する．
(b) それ以外の時，T := T + 1とし Step 2に戻る．

以上の準備の下，Twin Runアルゴリズムを記述する．

5例えば単調マルコフ連鎖ならば，この乱数列を保存せずにアルゴリズムを実行することができる．
6∃z1, z2 ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, z1 = ΦT

0 (x,�1), z2 = ΦT
0 (x,�2).

7たとえば，∃z ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, z = ΦT−1
0 (x,�1) なら j = 1．

8たとえば，∃x1, x2 ∈ Ω, ΦT
0 (x1,�2) �= ΦT

0 (x2,�2) なら j = 2．
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アルゴリズム 6 (Twin Runアルゴリズム)
Step 1: プロセス Aを実行し，出力を xとする．1/2の確率で (a),(b)のいずれかを実行する．
(a) x ∈ Ωを出力しアルゴリズムを終了する．
(b) Step 2に進む．
Step 2: 入力 x ∈ Ωを与えて手続き B を実行し，変数 x ∈ Ωを出力された値に更新する．1/2の確率で次
の (a), (b)のいずれかを実行する．
(a) x ∈ Ωを出力しアルゴリズムを終了する．
(b) Step 2にもどる．

Twin Runアルゴリズム（アルゴリズム 6）は，次の CFTPアルゴリズムを模倣する．

アルゴリズム 7 (Twin Run CFTPアルゴリズム)
Step 1: シミュレーションの開始時刻を T := 0とする．空列 λ = ()を用意し，反復回数を i := 1にする．
Step 2: 前向き couplingを実行し，その coalescence時間を T−i > 0とする．シミュレーションの開始時
刻を T := T − T−iとする．

Step 3: 乱数列 λ−i = (λ[T ], . . . , λ[T + T−i − 1])を生成し，数列 λの先頭に挿入する．すなわち，λ :=
(λ−i; λ−i+1; · · · ; λ−1) = (λ[T ], λ[T + 1], . . . , λ[−1])とする．
Step 4: Ωのすべての状態について，共通の乱数列 λ−iを用いて時刻 T から時刻 T + T−iまでマルコフ連

鎖を推移させる．このとき，

(a) もし，時刻 T + T−iで coalesceしていれば9（すなわち，∃z ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, z = ΦT+T−i

T (x,λ−i)），時
刻 0の状態 y = Φ0

T (x,λ)を出力し，停止する．
(b) そうでなければ，反復回数を i := i + 1として Step 2に戻る．

アルゴリズム 6と 7が本質的に等しい事は容易に分かる．以下ではアルゴリズム 7の基本的なアイデア
を簡単に記す．図 7の上半分は，Twin Runアルゴリズムが 4反復（i = 4）で終了した様子を，下半分はア
ルゴリズム 7が 4反復（i = 4）で終了した様子を表している．図 7の Twin Run CFTP（下半分）の上段
は，アルゴリズム 4で出力する状態を決定する推移を示しており，これは本質的に Twin Run（上半分）の
上段と同じものである．図 4最下段の時間軸が右から左へ向かっているのは，値 T−iを決定するのに，(別
の乱数列を用いて) 前向き couplingを行っている事を表している．実はアルゴリズム 7は, a遡るアルゴリ

ズム（アルゴリズム 4）では固定されていた遡る時間（a）を，反復毎に Step 2で決定するように変更した
ものである．（是非，アルゴリズム 4と 7を直接比較していただきたい．）アルゴリズム 7は本質的に 2本の
乱数列を用いているが，出力を決定するのに用いているのはそのうち 1本（上段）だけであり，2本目の乱
数列（下段）は遡る幅を決定する時計の役割にしか用いていない．

確率変数 T−iの分布関数は前向き couplingの coalescence時間 T ∗ の分布関数に等しく，これは，1本目
の乱数列 (上段)を使った CFTPの coalescence時間 T∗ の分布関数にも等しい．したがってアルゴリズム 4
の各反復において，(Step 4(a)で)アルゴリズムが終了する確率はいつも 1/2である．すなわちアルゴリズ
ム 7は，coalescence 時間 T∗を知ることなく，アルゴリズム 4を毎反復 1/2の確率で終了させる驚くべき仕
掛けとなっている. このことから明らかなように，アルゴリズム 7の反復回数の期待値はたったの 2である．
アルゴリズム 6と 7が本質的に等しいことから，以下の定理が成り立つ．

定理 6 エルゴード的な有限マルコフ連鎖に対して，Twin Runアルゴリズム（アルゴリズム 6）が確率 1
で有限停止し，アルゴリズムの返す値は定常分布に厳密に従う．

Twin Runアルゴリズムの驚愕すべき点は，パラメータ aの設定を不要とする巧妙なアイデアに加えて，

手続きA, Bを持ち込むことで，記憶領域を殆ど必要としないという成果を同時に達成している点であろう．

9正確には，coalescence 時間がちょうど T−i の場合は確率 1/2 で (b) に進む．
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6 まとめ

本稿では，マルコフ連鎖を用いたパーフェクトサンプリング法として，CFTP及び単調 CFTP，Read
Once アルゴリズムを紹介した．他の方法としては，Fillによる interruptibleアルゴリズム [2]がある. 連
続なマルコフ連鎖に対するパーフェクトサンプリング法としては，Murdoch and Greenが 2段階カップリ
ングのアイデアを用いたアルゴリズムを提案している [6]．

CFTPについては，Propp and Wilson の論文 [7, 8]，Dimakos によるガイド [1]が詳しい．入門には学
生用のテキストブック [3]（とても薄い！）が非常に分かりやすく，お薦めである．また著者らは最近日本
語解説記事をまとめている [11]．CFTPの拡張や様々なモデルへの適用については，現在も研究が続いてい
る．近年の専門書では，CFTPに１節が割かれている事も多い．著者らは，CFTPの開発と研究及び利用
が，今後更に広がってゆくと予想している．
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