
Bland の最小添字規則の有限性
— 単体法の非巡回ピヴォット規則 —

東京工業大学 松井知己

本稿では，線形計画法を解く主単体法のピヴォット規則であるBland の最小添字 (そえじ)

規則 [1]の有限性の証明を記す．証明自体は新しいものではなく, コンパクトに書かれること
の多い証明を, 少し丁寧に記述したものである. 主単体法について一通り学んでいる読者を
想定している.

本稿で扱う線形計画問題は

P: max. z = c⊤x

s.t. Ax = b,x ≥ 0,

という形式である. ただし, zは目的関数値を表す変数である. 変数ベクトル x の添字集合
をE = {1, 2, 3, . . . , n}とする. 添字集合Eは, ベクトル cと行列Aの列の添字集合でもある.

任意の添字部分集合 S ⊆ Eに対し, xSはxの部分ベクトルで, S中の添字に対応する変数か
らなるものとし, ASはAの部分行列で, S中の添字に対応するAの列ベクトルからなる行列
とする. ベクトル cに対しても, cSを同様に定める.

添字部分集合B ⊆ E に対し, N = E \B とすると, 等式Ax = bをABxB +ANxN = b と
書くことができる. 添字部分集合B ⊆ E に対し,行列 ABが逆行列を持つとき, Bは基底であ
ると言う. 以下では, Bを基底とし, N = E \B として話を進める. 等式ABxB +ANxN = b

の両辺に左から行列A−1
B をかけて変形すると,

xB = A−1
B b− A−1

B ANxN (1)

が得られる. 式 (1)を満たすベクトル x =

(
xB

xN

)
の目的関数値 zは

z = c⊤x = c⊤BxB + c⊤NxN = c⊤BA
−1
B b+ (c⊤N − c⊤BA

−1
B AN)xN (2)

と表すことができる. 以下では, 与えられた基底BとN = E \B に対し,

d̃ = c⊤BA
−1
B b,

b̃ = A−1
B b,

c̃⊤ = c⊤N − c⊤BA
−1
B AN ,

Ã = A−1
B AN ,
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と書く. このとき式 (2)と式 (1)を

z = d̃+ c̃⊤xN ,

xB = b̃− ÃxN ,

と書き直すことができる. 上記の等式系を基底Bに対する辞書と呼ぶ. また, 上記の等式系
の右辺の定数項と係数からなる行列 

d̃ c̃⊤

b̃ −Ã


も, 基底Bに対する辞書と呼ぶ. 辞書の定義より次の補題が成り立つ.

補題 1. 任意の基底BとN = E \B に対し, 以下が成り立つ.

(a) ベクトル xが, 『Ax = bを満たすこと』と『xB = b̃− ÃxN を満たすこと』 は必要十
分条件である.

(b) ベクトル xが Ax = b を満たすならば, c⊤x = d̃+ c̃⊤xN .

ベクトル yが Ay = 0 を満たすならば, c⊤y = c̃⊤yN .

基底と辞書の定義より, 上記は自明であり, 証明の記述は省略する. (b)の後半は, b = 0とす
ることで容易に得られる.

与えられた基底Bに対し, ベクトル x =

(
xB

xN

)
=

(
b̃

0

)
をBの基底解と呼ぶ. 補題 1

より基底解は等式Ax = bを満たし, その目的関数値は d̃ となる. 基底解が非負ベクトルの
とき実行可能基底解と呼び, 対応する基底を実行可能基底と呼ぶ.

以下の 2つの定理は, Bland の最小添字規則 (を含む一般の主単体法) の正当性に関するも
のである. 最小添字規則の有限性の証明においては, 直接には不要である. 下記 2つの定理の
証明は, 本稿末尾の補足に記す.

定理 2. 与えられた基底Bに対し, b̃ ≥ 0 かつ c̃ ≤ 0 が成り立つならば, Bの基底解は問題
Pの最適解である.

定理 3. 問題Pは実行可能解を持つとする. 与えられた基底Bに対し,ある添字 s ∈ N = E\B
が存在して，c̃ の添字 s の要素が正であり (c̃s > 0), かつ, 行列−Ãの列ベクトルで, 添字 s

の列ベクトルが非負ベクトル (−Ã{s} ≥ 0) ならば, 問題 Pは非有界である.
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以下は, 掃き出し法 (ピヴォット)に関する性質である.

性質 4. 与えられた基底Bに対し, 添字対 (s, t) が存在して s ̸∈ B ∋ t と ãts ̸= 0 を満たすな
らば，B′ = B ∪ {s} \ {t} は基底となる. 基底B′に対する基底解 x′は,

x′
i =


b̃t
ãts

(j = s),

0 (i ∈ E \（B ∪ {s})),

b̃i − ãis
b̃t
ãts

(i ∈ B),

(3)

となり, その目的関数値 d̃′は
d̃′ = d̃+

b̃t
ãts

c̃s (4)

となる.

本稿では性質 4 の証明を省略するが, 自明ではなく, 証明は少し長い. 主単体法について学
んだ読者であれば, 既知の性質であろう.

与えられた基底Bに対し, 添字対 (s, t) が存在して s ̸∈ B ∋ t と ãts ̸= 0 を満たすとき，基
底をB から B ∪ {s} \ {t}に更新する操作をピヴォットと呼ぶ. 基底Bを B ∪ {s} \ {t}に更
新するピヴォットにおいて, b̃t = 0が成り立っているとき, この操作を特に退化ピヴォットと
呼ぶ.

補題 5. 基底Bを基底B′ = B ∪ {s} \ {t} に更新する操作が退化ピヴォットならば, Bに対
応する基底解とB′に対応する基底解は, 同一である.

証明の概略: 性質 4の式 (3)において, b̃t = 0とすれば明らかに成り立つ.

後に分るように, 主単体法が有限回の反復で終了しない場合は, 退化ピヴォットのみが連続
する. 退化ピヴォットの性質は有限性証明の鍵となる.

以下では, Bland の最小添字規則を記述する．以降では, 与えられた問題Ｐは実行可能基
底を持つと仮定する.

Input: 実行可能基底Bと, 対応する辞書 (実行可能より b̃ ≥ 0).

Step 1: 現在の基底に対応する辞書において, c̃ ≤ 0ならば, 基底解を出力して終了．(出力
した基底解は最適解である.)

Step 2: ベクトル c̃ の要素で値が正となるものの内, 添字が最小の要素の添字を sとする.

(s ̸∈ B である.)

Step 3: 行列−Ãの, 添字 sの列ベクトルが非負ベクトル (−Ã{s} ≥ 0) ならば, 「非有界」
と出力して終了.
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Step 4: min
i∈B

{
b̃i
ãis

∣∣∣∣∣ ãis > 0

}
の最小値を達成する添字を tとする．最小値を達成する添字

が複数ある場合は, その内の最小の添字を tとする.

Step 5: 基底を B := B ∪ {s} \ {t} と更新し, 対応する辞書を求めて, Step 1 に戻る.

下記は主単体法に共通する性質である.

補題 6. Bland の最小添字規則によって生成される基底は, 以下を満たす.

(a) 生成される基底は全て実行可能基底である.

(b) 生成される基底の列に対応する基底解の列は, 目的関数値が単調非減少である.

(c) Step 5 における基底の更新前と更新後で, 対応する基底解の目的関数値が同一ならば,

Step 5 でのピヴォットは退化している.

証明の概略:

(a) Step 4 より ãts > 0 が成り立つ事から, 性質 4より, Step 5 での更新後の添字集合
B′ = B ∪ {s} \ {t}は基底である．基底B′に対応する基底解x′ は式 (3)で表される. Step 4

より b̃t
ãts

= min
i∈B

{
b̃i
ãis

∣∣∣∣∣ ãis > 0

}
が成り立つことから，Bが実行可能基底ならば, B′の基底解

は非負ベクトルとなる. ゆえに B′は実行可能基底である.

(b) Step 5 での更新後の基底B′ = B ∪ {s} \ {t} の基底解の目的関数値は式 (4) で表される.

Step 2 より c̃s > 0, Step 4 より ãts > 0, 基底Bが実行可能基底であることから b̃t ≥ 0 が成
り立つ. ゆえに d̃′ ≥ d̃が得られる.

(c) Step 5 での更新後の基底 B′ = B ∪ {s} \ {t} の基底解の目的関数値は式 (4) で表される
ことから，更新によって目的関数値が変わらないならば

0 = d̃′ − d̃ =
b̃t
ãts

c̃s

が成り立つ. Step 2 より c̃s > 0であり, b̃t = 0が得られる. ゆえに, このピヴォットは退化し
ている.

上記 (c)の性質は, 任意のピヴォット操作で成立する訳ではなく, Step 2 で c̃s > 0 を満た
す添字 sを選択しているから成立することに注意されたい.

定理 7. 実行可能基底を持つ任意の線計画問題 Pに対し以下が成り立つ. Pの任意の実行可
能基底Bに対し, Bを初期基底として Bland の最小添字規則を実行すると, 有限回の反復で
終了する．
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証明: 背理法で証明する. 問題例Pは, Bland の最小添字規則が有限回の反復で終了しない初
期実行可能基底を持つとする. 基底の数は有限であることから, 有限回の反復で終了しないな
らば, Bland の最小添字規則実行中に複数回出現する実行可能基底が存在する．そのような
実行可能基底 (の一つ)をB0と書く. 問題例 Pに対し, B0を初期実行可能基底としてBland

の最小添字規則を実行すると, 有限回の反復で基底B0が再び得られる. この間に生成される
実行可能基底の列を (B0, B1, . . . , Br)とする， ただしBr = B0である.

基底列 (B0, B1, . . . , Br)において, 基底に留まり続ける添字集合を B• とする, すなわち
B• = B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Br である. 更に, 一度も基底に属さない添字の集合をN•とする, すな
わちN• = E \ (B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Br) である. 添字部分集合E◦ = E \ (B• ∪N•) と定義する.

集合E◦中の任意の添字は, 基底列 (B0, B1, . . . , Br)中の 1つ以上の基底に属しており, かつ,

その添字が属さない基底が (基底列中に)１つ以上存在する. 添字集合E◦中で最も番号の大
きな添字を jとする. (以下ではこの添字 jが重要な役割を果たす.)

基底列 (B0, B1, . . . , Br)が生成される際, 添字 jが基底から外れる直前の基底 (の一つ)を
B′とし, それに対応する辞書を

z = d̃′ + c̃′
⊤
xN ′ ,

xB′ = b̃′ − Ã′xN ′ , (5)

とする, ただしN ′ = E \B′ である.

基底B′から次の基底を作るピヴォットにおいて, j ∈ B′の代わりに基底に入る添字をs ∈ N ′

とする. 添字集合Eを持つベクトル y を, 式 (5)の係数行列−Ã′の第 s列を用いて

yi =


1 (i = s),

0 (i ∈ N ′ \ {s}),
−ã′is (i ∈ B′),

と定める. 明らかに yB′ = −Ã′
{s}であり, yN ′は単位ベクトルである. これより

Ay = AB′yB′ + AN ′yN ′ = AB′(yB′ + A−1
B′ AN ′yN ′)

= AB′(yB′ + Ã′yN ′) = AB′(−Ã′
{s} + Ã′

{s}) = AB′0 = 0

が成り立つ. 性質 1(b)より

c⊤y = c̃′⊤yN ′ = c̃′s > 0 (6)

である. 最後の不等式は, Step 2 で添字 sが選ばれたことから成り立つ.

以下では, 不等式 (6) と矛盾する不等式を導く.
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(i) まず最初に, 基底B′に対応する辞書 (行列)が

 d̃′ c̃′
⊤

b̃′ −Ã′

 =

s N•

∗ ∗ · · · ∗ + ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
0 ⊕
...

...
0 ⊕

j 0 −
⊕ ∗

B• ...
...

⊕ ∗

となっていることを示す. ただし⊕は非負の数を表している．
(i-a) 実行可能基底の列 (B0, B1, . . . , Br) を生成する際に実行されるピヴォットは, すべて退
化ピヴォットであることを示す.

補題 6 (b)より, 生成される基底列 (B0, B1, . . . , Br) に対応する基底解の列は, 対応する目
的関数が単調非減少である. 基底 B0 = Brより, 生成される全ての基底解の目的関数値は,

全て同一である. 補題 6 (c)より, 実行されるピヴォットは, すべて退化ピヴォットとなる.

上記と補題 5より, 生成される実行可能基底列 (B0, B1, . . . , Br) 中の基底に対応する実行可
能基底解はすべて同一の解となる. 以下ではこの実行可能基底解を x∗と書く.

(i-b) 等式 b̃′i = 0 (∀i ∈ E◦ ∩B′) を示す.

添字集合 E◦ 中の任意の添字 i ∈ E◦ に対し, ある基底 B̂(i) ∈ {B1, . . . , Br} が存在して,

i ̸∈ B̂(i) を満たす. 解x∗は, 基底 B̂(i) の基底解でもあり, i ̸∈ B̂(i) より x∗
i = 0が成り立つ. 以

上より x∗
i = 0 (∀i ∈ E◦) が得られる. 解 x∗は, 基底B′の基底解でもあることから x∗

B′ = b̃′

が成り立ち, b̃′i = x∗
i = 0 (∀i ∈ E◦ ∩B′) が得られる.

(i-c) c̃′s > 0 , −ã′js < 0 , と−ã′is ≥ 0 (∀i ∈ (E◦ ∩B′) \ {j}) を示す.

添字 sが Step 2 で選ばれたことから, c̃′s > 0 は明らか.

添字 j が Step 4 で選ばれたことから, 添字 j は最小値min
i∈B′

{
b̃′i
ã′is

∣∣∣∣∣ ã′is > 0

}
を達成する. ゆ

えに ã′js > 0, すなわち −ã′js < 0 が成り立つ.

ある添字 i∗ ∈ (E◦ ∩B′) \ {j} において−ã′i∗s < 0が成り立っていると仮定して，矛盾を導
く. (i-b)から b̃′i∗ = 0が成り立ち, 仮定 ã′i∗s > 0より

0 =
0

ã′i∗s
=

b̃′i∗

ã′i∗s
≥ min

i∈B′

{
b̃′i
ã′is

∣∣∣∣∣ ã′is > 0

}
≥ 0

となる. 上式と仮定 ã′i∗s > 0より, 添字 i∗は Step 4 での最小値を達成する添字の一つとな
る. 性質 i∗ ∈ E◦ \ {j}より i∗ < jが成り立ち, 添字 i∗より大きな添字 jが Step 4 で選ばれた
ことになり, 矛盾.
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上記 (i-c)と yB′ = −Ã′
{s}, yN ′ ≥ 0 (yN ′は単位ベクトルより) から,

yj = −ã′js < 0 と yi ≥ 0 (∀i ∈ E◦ \ {j}) (7)

が得られる. (性質 (7)の後半は (i-c) より iの取る範囲が広いことに注意. 下記 (iii)で yの要
素を並び替えた図を参照されたい.) 性質 (7)は下記証明の (iii)で用いる.

(ii) 基底列 (B0, B1, . . . , Br)が生成される際, 添字 jが基底に入る直前の基底 (の一つ)をB′′

とする. 以下では基底B′′に対応する辞書

z = d̃′′ + c̃′′
⊤
xN ′′ ,

xB′′ = b̃′′ − Ã′′xN ′′ ,

(ただし N ′′ = E \B′′)において

N ′′ \ (N• ∪ {j}) j N•

c̃′′
⊤
= ⊖ · · · · · · · · · ⊖ + ∗ · · · ∗

となっていることを示す. ただし⊖は非正の数を表している．
(ii-a) Step 2 で添字 jが選択されたことから, c̃′′j > 0は明らかである.

(ii-b) 任意の添字 i ∈ N ′′ \ (N• ∪ {j}) において, c̃′′i ≤ 0 を示す.

ここで ∃i∗ ∈ N ′′ \ (N•∪{j}), c̃′′i∗ > 0と仮定する. 性質 i∗ ∈ N ′′ \ (N•∪{j}) = (E◦∩N ′′)\
{j} ⊆ E◦ \ {j} より i∗ < j が成り立ち, 添字 i∗より大きな添字 jが Step 2 で選択されたこ
ととなり, 矛盾.

(iii) 最後に, 性質 1(b)と c̃′′を利用して, c⊤y < 0を導く.

(i)と (ii)で得られた性質より, yの要素を並び替えて c̃′′と並べると,

B′ N ′

B• j s N•

y⊤ = ∗ · · · ∗ ⊕ · · · ⊕ − 0 · · · 0 1 0 · · · 0 0 · · · 0

B′′ N ′′

B• N ′′ \ (N• ∪ {j}) j N•

y⊤ = ∗ · · · ∗ ⊕ · · · · · · ⊕ ⊕ · · · · · · · · · ⊕ − 0 · · · 0

N ′′

N ′′ \ (N• ∪ {j}) j N•

c̃′′
⊤
= ⊖ · · · · · · · · · ⊖ + ∗ · · · ∗
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となっている.

性質 1(b)とAy = 0, 及びN ′′ \ (N• ∪ {j}) = (E◦ ∩N ′′) \ {j} が成り立つことより,

c⊤y = c̃′′⊤yN ′′ =
∑

i∈N ′′\(N•∪{j})

c̃′′i yi + c̃′′jyj +
∑
i∈N•

c̃′′i yi

=
∑

i∈(E◦∩N ′′)\{j}

c̃′′i yi + c̃′′jyj ≤ c̃′′jyj = c̃′′j (−ã′js) < 0

が得られる. ただし上記二か所の不等号は, (E◦ ∩ N ′′) \ {j} ⊆ E◦ \ {j} と, 性質 (7), (ii-a),

(ii-b) より導かれる. 上記不等式は, 式 (6) と矛盾.
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補足 (定理2と定理3の証明)

補題 1より, 任意の基底Bに対し問題 Pを

P(B) : max. z = d̃+ c̃⊤xN

s.t. xB = b̃− ÃxN ,xB ≥ 0,xN ≥ 0,

と書き換えることができる. 正確には, 問題Pと問題P(B)は許容領域が同一であり, 任意の
許容解に対し目的関数値が一致する.

基底Bに対応する辞書が

∗ ⊖ · · · · · · ⊖
⊕
...
...

⊕
最適辞書

∗ ∗ · · · · · · ∗
∗
...

∗
t − ⊖ · · · · · · ⊖
主不能辞書

s

∗ ∗ · · · ∗ +

∗ ⊕
...

...
...

...

∗ ⊕
双対不能辞書

となっているとき, 以下の性質が成り立つ. ただし⊖は非正の数値を, ⊕は非負数値を表し
ている．以下の定理は, 定理 2と定理 3を含んでいる.

定理 8.

最適辞書 与えられた基底Bの辞書が「b̃ ≥ 0 かつ c̃ ≤ 0」を満たすとき, 最適辞書と呼ぶ.

最適辞書の基底解は問題 Pの最適解である.

主不能辞書 与えられた基底Bに対し, ある添字 t ∈ Bが存在して, Bの辞書が「b̃t < 0, か
つ, 行列−Ãの t行の要素が全て非正」を満たすとき, 主不能辞書と呼ぶ. 問題 Pが主
不能辞書を持つならば, 問題 Pは実行可能解を持たない.

双対不能辞書 与えられた基底Bに対し, ある添字 s ∈ N = E \ Bが存在して, Bの辞書が
「c̃s > 0, かつ, −Ã{s} ≥ 0」を満たすとき, 双対不能辞書と呼ぶ. 問題 Pが実行可能で
双対不能辞書を持つならば, 問題 Pは非有界である

最適辞書 (定理 2)の証明: 以下では, b̃ ≥ 0 かつ c̃ ≤ 0 が成り立つならば, Bの基底解は問

題 P(B)の最適解であることを示す. 基底解 x =

(
xB

xN

)
=

(
b̃

0

)
が問題 P(B)の等式制
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約を満たす事は明らか. 性質 b̃ ≥ 0 より, Bの基底解は非負ベクトルである. ゆえに, Bの基
底解は問題 P(B)の許容解となっている．この基底解の目的関数値は d̃ である.

性質 c̃ ≤ 0 より, 問題 P(B)の目的関数値係数は非正であり, 制約式 xN ≥ 0 より, 問題
P(B)の最適値は定数項 d̃ 以下である.

以上より, Bの基底解は問題 P(B)の最適解となり, 問題 Pの最適解でもある.

主不能辞書の証明: 行列−Ãの t行の行ベクトルを−ã⊤ ≤ 0とする. 問題 P(B)の等式制
約は, xt = b̃t − ã⊤xN を含んでいる. 問題 Pが実行可能解 x̂ ≥ 0 を持つと仮定すると,

0 ≤ x̂t = b̃t − ã⊤x̂N < −ã⊤x̂N ≤ 0 が成り立ち, 矛盾.

双対不能辞書 (定理 3)の証明: 以下では, 問題 P(B)は実行可能解を持つとき, c̃s > 0 かつ
−Ã{s} ≥ 0 ならば, 問題P(B)が非有界であることを示す. 問題P(B)の実行可能解の一つを
x̂ とする. 添字集合Eを持つベクトル y を

yi =


1 (i = s),

0 (i ∈ N \ {s}),
−ãis (i ∈ B),

と定める. 明らかに yB = −Ã{s} ≥ 0であり, yN は単位ベクトルである.

任意の非負の値 λ ≥ 0に対し x̂ + λy が許容解であることを示す．性質 1(a)と Ax̂ = b

より
b̃− Ãx̂N = x̂B

が成り立つ. 同様に,

b̃− Ã(x̂+ λy)N = b̃− Ã(x̂N + λyN) = (b̃− Ãx̂N)− λÃyN

= x̂B − λÃ{s} = x̂B + λyB = (x̂+ λy)B

を満たすことから, 性質 1(a)よりA(x̂+ λy) = b が成り立つ.

仮定より, x̂ と y はどちらも非負ベクトルであり, λ ≥ 0より, x̂ + λy は非負ベクトルで
ある. ゆえに x̂+ λy は許容解である.

対応する目的関数値は

z = d̃+ c̃⊤(x̂N + λyN) = d̃+ c̃⊤x̂N + λc̃⊤yN = d̃+ c̃⊤x̂N + λc̃s

と書ける．仮定より c̃s > 0である. ゆえに, 任意の数M に対し, λを十分大きな正の数とす
れば, 目的関数値がM より大きな実行可能解が存在する. ゆえに問題P(B)は非有界であり,

問題 Pも非有界である.
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上記定理の「双対不能辞書」は, 双対問題が実行不能となる辞書である. 本稿では, 読者に
双対問題の知識が無くとも良いように配慮した結果, 上記のように (少し長い)非有界性の証
明を記載している.

上記定理中の三つの辞書を終了辞書と呼ぶ. 線形計画問題については, 以下が成り立つこ
とが知られている.

定理 9. 問題Ｐが基底を持つならば, 三つの終了辞書の内, どれか一つ (以上)の辞書に対応
する基底を持つ.

本稿では, 上記の証明は扱わない.

余談
(主)単体法の反復において, 同一の基底が複数回出現することを巡回と言う. 定理 7の証
明 (i-a)で示したように, 主単体法において巡回が起きているときは, 退化ピヴォットが連続
しており, 対応する基底解は変化しない. 「巡回」と言う単語から, 許容解多面体の端点を
「巡る (移動する)」というイメージを持つ読者も居るかもしれないが, それは間違っている.

主単体法において巡回が起きているときは, 対応する基底解は, 許容解多面体のある端点に
留まったまま動かない. また, このことから, 巡回の様子を許容解多面体の幾何学的形状から
伺うことは, 困難であると筆者は感じる.
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