
平衡状態を探す：マルコフ連鎖 � ����
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平成 �� 年 � 月 �� 日

マルコフ連鎖は確率的な挙動をするシステ
ムを表す基本的なモデルである．本稿ではマル
コフ連鎖の平衡状態を完璧に実現してしまう
「パーフェクトシミュレーション」について紹
介しよう．これは，マルコフ連鎖の無限回の推
移を実現してしまう，まさに驚天動地のシミュ
レーション手法である．

マルコフ連鎖

以下，有限のマルコフ連鎖�について考え
る．マルコフ連鎖�は� 個の状態で構成され
る状態空間 � � ���� ��� � � � � ���と推移確率行
列� を持っているとしよう．すなわち，�が各
時刻で取り得る状態は �上のいずれかであり，
時刻 �で状態 � � �にいるとき，時刻 ���の状
態が � � �である確率は����から �へ推移� �

��� である．
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図 �� マルコフ連鎖の絵．状態空間は � �

���� ��� ��� で，矢印に書かれている数字は推
移確率を表している．また，定常分布は � �

��		� �		� �		�である．

マルコフ連鎖�の状態空間�上の確率分布
� � ������� ������ � � � � ���� �� について考える．
このとき �は

�
��� ���� � �および ���� � 


��� � �� を満たす．この �が � � �� を満た

すとき，定常分布という．今後，マルコフ連鎖
�は唯一の定常分布 �を持つと仮定する．
マルコフ連鎖を無限回推移させると，その状

態は定常分布 �に従うことが知られている．冒
頭で述べたマルコフ連鎖の平衡状態とはマルコ
フ連鎖が定常分布に従う状態を指している．
したがって，マルコフ連鎖を無限に等しい回

数推移させると平衡状態に達するのであるが，
ここにひとつ問題がある．「無限に等しいとみな
せる回数とは何回なのであろうか？」
マルコフ連鎖の定常分布を直接計算すること

で，その平衡状態を実現することも可能である．
しかし，この方法は往々にして実用的ではない．
というのも，実用上のマルコフ連鎖では，状態
数� が非常に大きく，推移確率行列 � や定常
分布 �を保持することすら難しいのである．そ
のような例はいろいろあるが �	�，後でイジング
モデルと呼ばれる分子運動モデルを紹介する．

�� 年に ����� ��� ������はマルコフ連
鎖のシミュレーションを工夫することで，パー
フェクトシミュレーションを実現できることを
示した ���．そのアイデアが ���� ���������

���� �� ���!�である．このアルゴリズムは
「無限回は何回？」という問いに対する答えが
分からなくても実行できる，それどころか，有
限回で打ち切るアルゴリズムに特有の歪みが一
切生じない，まさに夢のようなアルゴリズムで
ある ��" #�．

����の説明をする前に，準備として更新関
数のアイデアを紹介しよう．

更新関数

マルコフ連鎖�の推移規則は，現在の状態
�と区間 �
� ��から一様に発生させた乱数 $ を

�



引数とする関数 
 � �� �
� �� � � によって記
述できる．この関数は更新関数と呼ばれる．更
新関数の満たす性質として，乱数 $ � �
� ��に
対して，

���
���$� � �� � ���

が任意の �� � � �について成り立つとする．こ
の更新関数があれば，時刻 �での状態が �のと
き，�
"��上の乱数$を発生させて 
���$�を計
算することで，時刻 ���の状態 � � 
���$�を
得ることができる�．
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図 #� 更新関数の絵．左の表は図 �のマルコフ連
鎖を実現する更新関数である．一番左の列は時
刻 �における状態であり，表の各列は乱数�に対
応する時刻 ���の状態を表す．右の図では乱数
� � 
�%の場合の時刻 �から ���への推移を表
す．左の表に照らしあわせると，� � �
��� 
�&�

なので �� �� ��" �� �� ��" �� �� �� となってい
ることが確認できる．

更新関数の概念を再帰的に拡張すると，時
刻 �� から �� への � の推移も乱数列 � �

������� ���� � ��� � � � � ���� 	 ��� � �
� �������

と決定的関数 '��
��

� � � �
� ������� � �

で表現される．時刻 ��� �� ��� � ��� に対し
て，乱数 � を使って時刻 �� で状態 � � �

から推移した後の時刻 �� の状態を '��
��
�����

と表すことにする．すなわち，'��
��
�����

����
�


�
�
 
 
 �
��� ������� � � � � ���� 	 #��� ���� 	 ��� で
ある．

����

マルコフ連鎖を本当に無限回推移させれば平
衡状態に達するが，それは事実上不可能である．

�
� に対し，この更新関数は唯一ではない．

そこで，仮想的に永遠の過去から無限回推移し
ているマルコフ連鎖について考えよう．すると，
そのマルコフ連鎖の現時点（時刻 
）の状態は
平衡状態に達している．しかし，そのマルコフ
連鎖は初期状態も，推移した回数も分からない
ので，現在の状態など分かり得ないはずである．
そこで，近い過去の推移から現時点（時刻 
）

の状態を推理することを試みよう．このマルコ
フ連鎖は一様乱数と更新関数で表現されている
ので，時刻 
 から遡って各時刻での乱数 �を
知ると，「もし時刻 � �� � 
� の状態が �なら
ば時刻 � � �の状態は � � 
��� ��である」と
いう仮想的な推移が行える．この操作を繰り返
すと，「時刻 � �� � 
�の状態が �で，時刻 �か
ら 
までの乱数列が�ならば，時刻 
の状態は
� � '�

� �����である．」ということがわかる．
乱数の探索を十分過去に遡っていって，「時刻

 � � 
�の状態がどんな� � �であっても，乱
数列�に対する時刻 
の状態は同一の � � �し
かありえない（�� � ���� � ��'�

� �����）」と
いうことが起これば，それより過去の状態を知
らなくても，時刻 �の状態は�の要素のいずれ
かしかありえないので，時刻 
の状態は �であ
ることがわかる．この状態を収斂（�����������）
といい，仮想的に無限の時間の推移を経たマル
コフ連鎖の現在の状態が �である証拠となる．
これこそが ����のアイデアなのである！！

アルゴリズム

実際のアルゴリズムとしては，各時刻で一様
実数乱数を生成させていくことで，仮想的なマ
ルコフ連鎖の各時刻での実数乱数を得ることが
できる．このとき，一度生成された乱数は保存
されていることに注意してほしい．すなわち，
各時刻における乱数を徐々に時間を遡って探索
しているのである．
以上のアイデアの下，基本的な ����アル

ゴリズムは以下のように記述される．

アルゴリズム � �����アルゴリズム�

���� �� シミュレーションの開始時刻を  ��

	�とする．空列 �を用意する．
���� �� 乱数 �� �� を生成し，数列 � の先頭

#
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図 	� ���� の絵．上の図は，乱数の列
� � ���	)�� ��	��� ��		�� ��	#�� ��	��� �

�
�)� 
��� 
�%� 
�	� 
�)� を用いて，図 #の更新関
数に従って推移するマルコフ連鎖を表す．上の
図において，時刻		の状態が ��� ��� ��のいず
れであっても，時刻 
の状態は �� であること
が分かる ��� � ��'�

������� � ��：図の太線参
照�ので，時刻 	�以前の推移を調べなくて良
い．逆に時刻	#からの推移を確認すると，収
斂していない �'�

�������� � '�
�������� � ��"

'�
�������� � ���ので，時刻 
の状態が �� と

��のどちらなのかがわからない．

に挿入する．すなわち，� �� ��� �� �� �

��� � � � � ��	���とする．
���� �� �のすべての状態について，乱数列 �

を用いて時刻 から時刻 
までマルコフ連鎖を
推移させる．このとき，�	もし，収斂していれ
ば（すなわち，�� � �" �� � �" � � '�

� �����

ならば），�を返し，停止する．
	そうでなけれ
ば，シミュレーションの開始時刻を  ��  	 �

としてステップ #に戻る�．

定理 � ����� ��" ��� ����アルゴリズム（ア
ルゴリズム �）が確率 �で終了するなら，値を
�つ返し，得られる値は�の定常分布に厳密
に従う確率変数の実現値である． �

����アルゴリズムの反復回数は確率変数で
ある．すなわち，いつ終わるかは確率的にしか
分からず，運が（ものすごく）悪いと，永遠に
終わらない．このようにいつ終わるか確率的に
しか分からないが正確な答えを返すものをラス
ベガス型の乱択アルゴリズムという．

�反復毎に � は負の小さな数字に更新されることに注
意されたい．

したがって ����アルゴリズムを何らかの
理由で途中で止めてはいけない．例えば，停止
までに時間がかかり過ぎるなどの理由で（停止
した際に得られたはずの）サンプルを捨ててし
まうと一般には歪みが生じ，不正確になってし
まうからである．

単調����

こうして無限時間のマルコフ連鎖のシミュ
レーション結果を（確率的に）有限時間で得る
ことができた．しかし，����アルゴリズムを
そのまま使おうとすると，*! � 	+ での「�の
全状態からのシミュレーション」が大きな障壁
となる．前にも述べたとおり，マルコフ連鎖の
シミュレーションでは，往々にして状態数�が
非常に大きいからである．
そこで次の条件を満たすマルコフ連鎖を考え

よう．状態空間�上の半順序関係�が存在し，
その最大元 �	
� および最小元 �	� が存在す
る．また，マルコフ連鎖の更新関数はすべての
� � � ��� � � ��に対して，
��� �� � 
��� ��

がどんな �に対しても成り立つとする．このよ
うなマルコフ連鎖を単調なマルコフ連鎖である
ということにする．
単調なマルコフ連鎖であれば以下が成り立

つ．半順序つきの状態空間 �����では任意の
状態 � � � に対して，�	
� � � � �	�

である．単調の定義から，任意の � に対して

��	
�� �� � 
��� �� � 
��	�� �� が成り立つ．
再帰的に任意の � � 
と任意の数列�に対して
も '�

� ��	
���� � '�
� ����� � '�

� ��	���� が成
り立つ．
実は，単調なマルコフ連鎖に対して次の定理

が成り立つ．

定理 � �単調 ���� ��" ��� 単調なマルコフ連
鎖に対して，����アルゴリズム（アルゴリ
ズム �）は確率 �で終了し，�� � �" �� � �"

� � '�
� �����と'�

� ��	
���� � '�
� ��	����は

等価である． �

したがって単調マルコフ連鎖に対してはアルゴ
リズム �の *! � 	+ ��を

	



���� ��� 状態 �	
�� �	� � �について，乱数
列 �を用いて時刻  から時刻 
までマルコフ
連鎖を推移させる．このとき，��	もし �� � �"

� � '�
� ��	
���� � '�

� ��	���� ならば �を返
し，停止する．

で置き換えることができる．すなわち全状態で
はなく，#状態 �	
�" �	�からのみ推移を行え
ば良い．このアルゴリズムを単調 ����アル
ゴリズムと呼ぶ．
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図 �� 単調 ����の絵．��  ��  ��  �� と
して，確率 �,#でひとつ上の状態へ，確率 �,#

でひとつ下の状態へ推移する（それぞれ動けな
い場合には自分自身にとどまる）マルコフ連鎖．
時刻	)における状態 ��（最大元）と ��（最小
元）からの収斂（図中の太線）を確認すれば，
全状態からの収斂を確認したことになる．

イジングモデル

単調����の応用例として �� �（直交）格
子イジングモデルを紹介しよう．イジングモデ
ルは物質の磁性を温度とスピンから説明する，
平衡統計物理では非常に基本的で重要なモデル
である ���．また，このモデルは #値（白黒）画
像の表現としてもよく知られる．
このモデルでは �� �格子点上の分子スピン
が	�か��かという状態を考える．��個の格
子点の集合を � で表し，�� �格子点上の状態
�	�����の割り当て方全体を �	������ で表
すことにする．
イジングモデルに対するマルコフ連鎖��は

�	������ を状態空間として持ち，現在の状態
� � �	������ からの推移は一様実数乱数$ �

図 )� �)��)格子上のイジングモデルの絵（� �

�	������）．Æは	�，�は��を表す．

�
� ���と更新関数 
 � �	������ � �
� ��� �

�	������ を用いて定義される．表記の簡単
のため，� � � 
���$�で表す．いま，��個あ
る各格子点には 
から �� 	 �までの番号が振
ってあるとしよう．まず，$ � �
� ��� に対し
て，その整数部分 �$�に対応する頂点 � � �

を選ぶ．次に$の小数部分を用いて，もし$	

�$� � ����������

��������������������� ならば� �の頂点 �

の値を ��，そうでなければ 	�にする．ただ
し，�������および �������はそれぞれ，状
態�での �の隣の	�，��の個数を表す．�以
外の頂点�については� ���� � ����とする．
このマルコフ連鎖はギブスサンプラーと呼ば

れ，定常分布がギブス分布になることを示すこ
とができるが，紙面の都合上，割愛する．

さて，このマルコフ連鎖が単調であること
を確認しよう．まず，状態空間 �	������ 上
に半順序関係を定義する．状態の対 �� � �

�	������ に対して � � �
����
� ���� �

����� �� � � とする．ただし，�� � 	�とす
る．この半順序集合 ��	������ ���において，

明らかに �	
� � �	������ " �	
����
����
� ��

��� � � �は最大元であり，�	� � �	������ "

�	����
����
� 	� ��� � � �は最小元である．

次に更新関数が単調であることを確認しよう．
すなわち，� � �ならば任意の �で 
��� �� �


��� �� が成り立つことを確認する．このと

�



き，半順序の定義から任意の � � � に対して
����� �� � ����� ��および ����� �� � ����� ��

であることを考慮すると，

 ������	��

 ������	�� �  ������	��
�

 ������	��

 ������	�� �  ������	��

が得られる．したがって，
��� ����� � �� �


��� ����� � ��がいえる．同様に
��� ����� �

	� � 
��� ����� � 	� もいえる．このこと
は任意の � � �
� ��� に対して，
��� ����� �


��� ����� ��� � � �を意味する．したがって，

��� �� � 
��� �� が成り立つ．

以上のことからイジングモデルのギブスサ
ンプラーは単調であることがわかる．すな
わち任意の � � �	������ に対して，ど
んな乱数列 � � �
� ����� � � 
� が与
えられても，'�

� ��	
���� � '�
� ����� �

'�
� ��	���� となる．これはある時刻 � � �

� � 
� において，頂点 � � � の値が
'�
� ��	
������� � '�

� ��	������� ならば �� �

�	������ " '�
� �������� � '�

� ��	
������� �

'�
� ��	������� である．

おわりに

����によるパーフェクトシミュレーション
はセンセーショナルなアルゴリズムとして大き
な波紋を与えた．文中でも述べたとおり，この
アルゴリズムの厳密性は非常に繊細で，一見良
さそうに思える改良が厳密性を崩してしまう恐
れがあるので，改良には十分な配慮が必要であ
る ��" #�．現在，アルゴリズムに対してさまざま
な改良が試みられ，いくつかの非常に面白いア
ルゴリズムがある．興味のある読者へ������

の � �� ��- アルゴリズム" ����のアルゴリズ
ム" 連続状態マルコフ連鎖への拡張の 	つの話
題をお勧めする．また，�)�ではパーフェクト
シミュレーションの動く様を描いた美しいグラ
フィックスを見ることができる．

参考文献
��
 � �� �������� �� ����� �� ��� � ����!

"����#�$ ������������� 	����
����� ������ ��

%����&� ''� ��(���

��
 )� *+�����,+��� ������ ����� �����
 ��� ���

��������� ������������ -�#��# .��/����� �"
0� ���1� 0����#� 2���� ��� 3��4,���� 5#�!
6�,���1 7,���� �����

��
 0� ��8��� �#� 2� .������ �7�"1#����"
2��� 7�,9� � 0��'"�#� �"��,��/� 9�,
2:�!,�:�� 3�#��#��# 1 2�4"���$ ����

����!�	� .��/����� �" ;#��#��,�#� 2� /!
#� �" <�'�,��� 5#�6�,���1 �9 2��1�� �����
%�6��"�4"� 9,�� /��'�==:::����������!
���1��� �8'=<����, /=�� /,�'���/��"&

��
 >� 7,�'' �#� �� ?�"��#� �;�� � ���'"�#�
:��/  ��'"�� .�,��6  /��#� �#� �''"� ����#�
�� �������� �" �� /�#� ��$ ������ 	��������


��� ���������
� � %�@@�&� ''� ���(�	��

�	
 ?�4 0��� 9�, 7�,9� �"1 <�#���

0��'"�#� :��/ .�,��6 3/��#��

/��'�==,����, /��� ,���9�� ��=

A�4:�"��#=��� �=

)


